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1. Interpolazione ed estrapolazione
[Riferimenti bibliografici: “Matematica numerica” (Quarteroni et al.), capitolo 7;
“Numerical recipes” (Press et al.) capitolo 3.]
Date n + 1 coppie di valori (xi, yi), i = 0, ..., n, vogliamo trovare una funzione
Φ(x) tale che Φ(xi) = yi. Le coppie di valori (xi, yi) sono detti nodi. Quando
xmin < x < xmax si tratta di un problema di interpolazione, quando x < xmin o
x > xmax si tratta di un problema di estrapolazione (xmin = mini xi, xmax = maxi xi).
1.1 Interpolazione polinomiale semplice
Date le n+ 1 coppie di valori (xi, yi), Πm(x), polinomio di grado m e` un polinomio
interpolatore se
Πm(xi) =
m∑
j=0
ajx
j
i = yi, (1.2)
per i = 0, ..., n. Se n = m esiste un unico polinomio interpolatore
Πn(x) =
n∑
i=0
yili(x), (1.3)
dove
li(x) =
j 6=i∏
j=0,...,n
x− xj
xi − xj
, (1.4)
per i = 0, ..., n sono i polinomi caratteristici di Lagrange (li(xk) = δik). L’espressione
(1.3) e` detta forma di Lagrange del polinomio interpolatore. Se yi = f(xi), dove
f e` una funzione nota, scriviamo Πn(x) = Πnf(x). Se f ∈ C
n+1, l’errore di
interpolazione relativo al polinomio interpolatore di Lagrange e`
En(x) ≡ f(x)− Πnf(x) =
f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!
ωn+1(x), (1.5)
dove
ωn+1(x) =
n∏
i=0
(x− xi) (1.6)
e` il polinomio nodale di grado n+ 1 e xmin ≤ ξ ≤ xmax.
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Un caso particolare di interpolazione polinomiale e` l’interpolazione lineare
(n = 1): dati due nodi (xi, yi), con i = 0, 1, il polinomio interpolatore di primo
grado e`
Π1(x) =
x− x1
x0 − x1
y0 +
x− x0
x1 − x0
y1. (1.7)
Analogamente, l’interpolazione quadratica (n = 2) si ottiene per tre nodi (i =
0, 1, 2):
Π2(x) =
x− x1
x0 − x1
x− x2
x0 − x2
y0 +
x− x0
x1 − x0
x− x2
x1 − x2
y1 +
x− x0
x2 − x0
x− x1
x2 − x0
y2. (1.8)
1.2 Interpolazione polinomiale composita
Consideriamo il caso di nodi equispaziati. Date nk+1 coppie di valori (xi, yi) con xi
in un intervallo [a, b], dividiamo l’intervallo in k sottointervalli, ciascuno contenente
n+1 nodi: [x0, xn], [xn, x2n], ..., [xnk−n, xnk]. Definiamo h ≡ xnj−xnj−n. Il polinomio
interpolatore composito di grado n, che denotiamo con Πnh(x) e` la funzione continua
definita su [a, b] che localmente su ogni sottointervallo coincide con il polinomio
interpolatore di Lagrange di grado n. Se h e` sufficientemente piccolo, si puo` ottenere
una buona accuratezza con interpolazione composita con n = 1 o n = 2. Infatti,
se f ∈ Cn+1([a, b]), l’errore di interpolazione relativo al polinomio interpolatore
composito di Lagrange e`
‖f(x)−Πnhf(x)‖∞ ≤ Ch
n+1‖f (n+1)‖∞, (1.9)
dove ‖...‖∞ e` la norma infinito, definita, per ogni funzione f ∈ C
0([a, b]), come
‖f‖∞ = max
x∈[a,b]
|f(x)|. (1.10)
1.3 Funzioni spline
Le funzioni spline permettono di interpolare una funzione con polinomi compositi
continui e derivabili su [a, b], dati i nodi (xi, yi), con a = x0 < x1 < ... < xn = b.
Una funzione sk(x) e` detta spline di grado k relativa ai nodi xj (j = 0, 1, ..., n) se
sk(x) e` un polinomio di grado k su [xj , xj+1] per j = 0, 1, .., n e sk ∈ C
k−1([a, b]). I
nodi in cui la derivata k-esima e` discontinua sono detti attivi. La restrizione di sk a
[xj , xj+1] si puo` scrivere come
sk,j(x) =
k∑
i=0
sij(x− xj)
i, (1.11)
con n(k+1) coefficienti sij da determinare. La condizione sk ∈ C
k−1([a, b]) si traduce
in k(n− 1) condizioni
s
(m)
k,j−1(xj) = s
(m)
k,j (xj) m = 0, ..., k − 1 j = 1, ..., n− 1, (1.12)
quindi restano k + n gradi di liberta`. Considerando le n + 1 condizioni di
interpolazione
sk(xj) = yj j = 0, ..., n, (1.13)
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restano k−1 gradi di liberta`. Nel caso di spline periodiche si impongono le ulteriori
condizioni
s
(m)
k (a) = s
(m)
k (b) m = 1, ..., k − 1, (1.14)
mentre nelle spline naturali (con k = 2l − 1)
s
(j+l)
k (a) = s
(j+l)
k (b) = 0 j = 0, ..., l − 2. (1.15)
Consideriamo ora la spline cubica s3, che e` di particolare interesse, essendo la
spline di grado minimo di classe C2. Nell’intervallo [xj , xj+1], s3(x) e` il polinomio
di terzo grado
s3,j(x) = Ayj +Byj+1 + Cy
′′
j +Dy
′′
j+1, (1.16)
dove
A =
xj+1 − x
xj+1 − xj
, (1.17)
B =
x− xj
xj+1 − xj
, (1.18)
C =
1
6
(A3 − A)(xj+1 − xj)
2, (1.19)
D =
1
6
(B3 −B)(xj+1 − xj)
2. (1.20)
Questi coefficienti sono tali che y′′j e y
′′
j+1 siano la derivata seconda di s3 valutata in
xj e xj+1, rispettivamente. Infatti derivando s3 rispetto a x si ha
ds3,j
dx
=
yj+1 − yj
xj+1 − xj
−
3A2 − 1
6
(xj+1 − xj)y
′′
j +
3B2 − 1
6
(xj+1 − xj)y
′′
j+1. (1.21)
Derivando ancora rispetto a x si ha
d2s3
dx2
= Ay′′j +By
′′
j+1, (1.22)
quindi s′′3(xj) = y
′′
j e s
′′
3(xj+1) = y
′′
j+1. Imponendo la condizione che s
′
3 sia continua
in xj ∀j si ottengono le n− 1 equazioni
xj − xj−1
6
y′′j−1 +
xj+1 − xj−1
3
y′′j +
xj+1 − xj
6
y′′j+1 =
yj+1 − yj
xj+1 − xj
−
yj − yj−1
xj − xj−1
(1.23)
in n+ 1 incognite y′′j , j = 0, ..., n. I due gradi di liberta` restanti sono vincolati dalle
condizioni su y′′0 e y
′′
n−1. Per esempio nel caso di spline naturali y
′′
0 = y
′′
n−1 = 0.
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1.4 Laboratorio: esercizio A
Un plasma astrofisico a temperatura T si raffredda per emissione di radiazione,
dissipando energia ad un tasso
E˙ = nΛ(T ), (1.24)
dove n e` la densita` in numero del plasma (in particelle per cm3) e Λ(T ) e` la funzione
di raffreddamento (cooling function, in erg cm3 s−1). Λ(T ) dipende dalla metallicita`
del plasma, che qui assumiamo solare. Viene fornito un file lambda00.dat (in
formato ascii) in cui si riportano in due colonne log T (T in gradi Kelvin) e log Λ(T )
(Λ in erg cm3 s−1) per alcuni valori nell’intervallo 4 ≤ log T < 8.5 tabulati da
Sutherland & Dopita (1993, ApJS, 88, 253).
1. Si scriva una routine che calcoli l’interpolazione polinomiale di grado n dati n
nodi (xi, yi).
2. Si applichi la routine per calcolare, data la funzione di cooling Λ tabulata,
Λ(T ) ad una generica temperatura nell’intervallo 4 ≤ log T < 9, interpolando
o estrapolando con interpolazione polinomiale di grado n = 1, 2, 3, 4.
3. Si tracci il grafico di log Λ in funzione di log T , riportando i valori tabulati e le
funzioni interpolanti con n = 1, 2, 3, 4.
